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1. Einleitung

1. Einleitung

Mithilfe des Hall-Effekts konnen je nach bekannten Gréflen Magnetfelder oder Materialeigen-
schaften gemessen werden. Diese sind Ladungstrigerdichte, Ladungstragerart und Beweglich-
keit der Ladungstrager.

Der Hall-Effekt ist mit Wiirzburg auf eine spezielle Art verbunden, hat doch K. von Klitzing
im Jahre 1985 den Nobelpreis fiir die Entdeckung des Quanten-Hall-Effekts (IQHE), also der
Quantisierung des Hall-Widerstands (des Quotienten aus Hall-Spannung und Probenstrom,
s.u.), erhalten.

2. Theorie

2.1. Elektronen im Halbleiter

Freie Elektronen haben die Dispersionsrelation

2 21.2
P K (1)
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Elektronen gehorchen als Spin %—Teilchen der Fermi-Dirac-Statistik

fro(E,T) = % (2)
e xr +1

In einem Atom sind die Elektronen durch das Coulomb-Feld des Kerns gebunden, wodurch
nur noch diskrete Bahnradien moglich werden (Bohr). In einem zweiatomigen Molekiil spalten
sie in zwei Niveaus auf. Das klassische Analogon hierzu ist die Schwingung zweier schwach
gekoppelter harmonischer Oszillatoren. In Festkorpern schliellich verbreitern sich die moglichen
Bahnradien (Energien) zu den sogenannten , Energiebdndern®. Dazwischen gibt es energetisch
verbotene Bereiche, die sogenannten ,,gaps“. Dasjenige Energieniveau, bis zu dem bei T'=0 K
alle Zusténde besetzt sind, heifit Fermi-Energie.
Voll besetzte Bénder leiten den Strom nicht. Fiillen also die &ulersten Elektronen (Valenzelek-
tronen) ein Band (Valenzband) komplett auf, so kann kein Strom geleitet werden. Werden diese
Valenzelektronen z.B. durch Stofe energetisch angeregt, so kénnen sie aus dem Valenzband in
das néchsthohere erlaubte Band (Leitungsband) angehoben werden, wo sie zum Ladungstrans-
port beitragen. Auch die zuriickbleibenden positven Atomriimpfe tragen zum Ladungstransport
bei (Locherleitung).
Bei Leitern liegt das Fermi-Niveau im Valenzband, das nur teilweise gefiillt ist. Elektronen
kénnen daher mit geringer Anregung innerhalb dieses Bandes freie Zustdnde einnehmen und
zum Ladungstransport beitragen. In Isolatoren und Halbleitern befindet sich das Fermi-Niveau
gerade zwischen dem Valenz- und dem Leitungsband. Das Valenzband ist also gefiillt, das
Leitungsband leer. Um Strom leiten zu konnen, miissen Elektronen den Bereich der verbotenen
Zone iiberwinden. In Halbleitern ist die verbotene Zone etwa 1 eV breit, in Isolatoren etwa 5 eV.



2. Theorie

Bei niederen Temperaturen verhalten sich Halbleiter wie Isolatoren, da noch keine Elektronen
thermisch angeregt werden kénnen, bei hoheren Temperaturen werden sie leitfahig.

Bislang sind wir davon ausgegangen, dass die Halbleiter sog. Elementhalbleiter sind, d.h. ele-
mentreine Einkristalle sind. Bringt man in so einen Kristall auch nur geringe Mengen an Frem-
datomen ein, die unterschiedlich viele Valenzelektronen besitzen wie das Ausgangselement, so
erhoht sich die Leitfahigkeit stark. So bleibt z.B. beim Einbau des fiinfwertigen Phosphors in
einen vierwertigen Kristall wie Silizium ein Elektron ,iiber*, das sehr stark zu Leitfahigkeit bei-
tragt. Fremdatome mit mehr als vier Valenzelektronen heifien daher Donatoren (von lat. donare
= geben) und bilden n-Leiter (da sie negative Ladungstrager zur Verfiigung stellen), Fremda-
tome mit weniger als vier Valenzelektronen heilen Akzeptoren (von lat. accipere = annehmen)
und bilden p-Leiter. Bei ihnen sind die Locher fiir die erhohte Leitfahigkeit verantwortlich.
Die Leitféhigkeit eines reinen Halbleiters (intrinsische Leitfahigkeit) ist stark temperaturabhéngig
und daher meistens nicht erwiinscht. Die durch den Einbau von Fremdatomen gewonnene
zusitzliche Leitfihigkeit (extrinsische Leitfahigkeit) zeigt keine so starke Temperaturabhéngig-
keit.

2.2. Der Hall-Effekt bei einer Ladungstragerart

Legt man an einen Leiter oder Halbleiter ein elektrisches Feld an, so dass ein Probenstrom
I, = Ip flieft und bringt die gesamte Anordnung in ein zur Stromrichtung senkrecht stehendes
Magnetfeld (B,), so misst man senkrecht zu beiden Richtungen die Hall-Spannung U, = Uy
(sieche dazu Abb. 1).

Das Hall-Feld resultiert aus dem Kréfte—gleichgewicht fiir Elektronen aus_)Lorentzkraft Fr =
q - (U x B) und elektrischer Kraft F, = ¢Ey durch das Hall-Feld. Es gilt |Ey| = UTH

Mit der Stromdichte
j=0FE (4)
der Beweglichkeit
Vg er
= —— = — 5
h= =5 = (5)
und der Leitfahigkeit
ner
= 6
o=" (6)
ergibt sich
E . 1
(Bl = === 7
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Abbildung 1: Schaltbild zum Hall-Versuch. Durch die p-dotierte Tellur-Probe fliet der Pro-
benstrom Ip. Breite der Probe b, Liange [, Abstand zwischen den Kontakten 2
und 4: z, Hohe (nicht eingezeichnet) h. Senkrecht zur Zeichenebene steht das Ma-
gnetfeld B (durch Kreuze in Kreisen symbolisiert). Senkrecht zum Probenstrom
in der Zeichenebene wird die Hall-Spannung Uy abgegriffen. Die Kontakte 2 und
4 dienen dazu, die Hallspannung an zwei genau gegeniiberliegenden Punkten zu
messen. Ndheres dazu siehe Kapitel 3.3.3.

Darin ist m* die sogenannte effektive Masse der Elektronen. Die quasi-freien Elektronen des
Kristalls bewegen sich wie freie Elektronen der Masse m*. Elektronen werden aufgrund des
elektrischen Feldes beschleunigt und aufgrund von Stoéflen an Fehlstellen und Phononen wieder
abgebremst. Die durchschnittliche Zeit zwischen zwei Stoflen wird mit 7 bezeichnet. Ry ist der
sogenannte Hall-Koeffizient (manchmal auch als Hall-Konstante bezeichnet).

Die Hall-Beweglichkeit wird definiert als
pe = oRy (8)

2.3. Der Hall-Effekt bei zwei Ladungstragerarten

Trégt nicht nur eine Ladungstriagersorte wesentlich zum Stromfluss bei, wie z.B. beim p-
dotierten Halbleiter, zeigt der Hallkoeffizient ein grundlegend anderes Verhalten. Die Strom-
dichte setzt sich dann aus positiven und negativen Ladungstrigern wie folgt zusammen
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J=J++j- = q(vpp — vun) (9)

Nach analoger Rechnung wie in 2.2 ergeben sich fiir Hall-Konstante und Beweglichkeit folgende
Zusammenhénge

2 2
RH o Ey - Ey o lupp - ppn

— = = 10
]mBz ok, B, 6(,upp + Nnn)2 ( )

Darin sind fp,, 11, die Beweglichkeiten der Elektronen und Lécher und n, p ihre Dichten.

Inversionstemperatur Da sowohl die positiven wie die negativen Ladungstrager zur Leitfahig-
keit beitragen, die Konzentratin letzterer aber stark temperaturabhéngig ist (intrinsische Leitfahig-
keit, siehe oben), sind je nach Temperatur unterschiedliche Ladungstriiger in der Uberzahl.
Daraus ergibt sich eine ausgezeichnete Temperatur, die sogenannte Inversionstemperatur 77,
bei der der Hallkoeffizient das Vorzeichen wechselt. Aus ihm lassen sich die Beweglichkeiten der
Ladungstriger bestimmen.

Nach kurzer Rechnung (Herleitung siehe [5]) ergibt sich fiir das Verhéltnis der Ladungstréiger-
beweglichkeiten

. (T =T) (11)

,LLp Re(T = T]) — Ro
R.(T = Ty) ist der Widerstand bei extrinsischer Leitung (niedriger Temperatur), extrapoliert
auf die Inversionstemperatur. Ry ist der bei der Inversionstemperatur gemessene elektrische

Widerstand der Probe.

2.4. Magnetowiderstand

In gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern beobachtet man eine Abhéngigkeit des
Ohm’schen Widerstands der Probe vom Magnetfeld (siehe [6], Gl. (57), S. 35). Der Widerstand
steigt mit dem Magnetfeld an.

Das Kriftegleichgewicht F;, = F, gilt nur fiir die mittlere Geschwindigkeit (Driftgeschwin-
digkeit) der Elektronen. Die Elektronen bewegen sich aber alle langsamer oder schneller und
werden daher von ihrem geradlinigen Weg von Kontakt 1 zu Kontakt 5 (siche Abb. 1) abgelenkt
und legen einen grofleren Weg zuriick. Wegen R o< [ steigt somit der Widerstand:

R(B) — R(B = 0)
R(B)

Mit ar; = 2 (aus [6], Gl. (57), S. 35). Im Experiment soll der Exponent von B bestimmt
werden.

x B* (12)
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3. Versuchsdurchfiihrung und -auswertung

Die Auswertung wurde mit dem Computer-Algebraprogramm Mathematica durchgefithrt. Wa-
ren Messwerte an theoretische Modelle anzupassen wurde die Funktion NonlinearFit verwendet,
die einen least-squares-fit an eine vorgebbare Modellfunktion erstellt und die Parameter berech-
net. Die Fehler wurden, wenn nicht anders angegeben, der Mathematica-Ausgabe (Asymptotic
SE) entnommen.

3.1. Hysteresekurve

Zunéchst bestimmen wir die Hysteresekurve des Magneten. Dazu wird der Spulenstrom von +
15.0 A bis -15.0 A kontinuierlich durchfahren und anschliefend nochmals auf + 15.0 A erhoht.
Das Magnetfeld wird mit der Hall-Sonde gemessen. Die Hysteresekurve ist sehr schmal (siehe
Abb. 2), der Magnet besteht also aus einem magnetisch weichen Material. Daher nehmen wir
fiir diesen Magneten an, dass die Magnetisierung wegunabhéngig ist.

An die Messwerte passen wir das theoretische Ising-Modell des Ferromagneten aus Gleichung
(9.21), Seite 100 in [3] an. Der Fit dient fiir die anderen Messungen als Eichkurve.

B(I) = atanh(c + bl) (13)

Darin sind a, b und c Fitparameter.
Die Messwerte befinden sich im Anhang in Datei 1.

3.2. Elektrischer Widerstand der Probe

Zur Bestimmung des elektrischen Widerstands zwischen den Kontakten 2 und 4 (siche Abb. 1)
wird ein Strom zwischen den Kontakten 1 und 5 angelegt und der Spannungsabfall zwischen 2
und 4 gemessen.

Die Messwerte zeigen, dass der erwartete Zusammenhang

R= % = const. (14)

sehr gut erfiillt ist. Den Widerstand bestimmen wir zu R = (6.448 + 0.059) Q.
Die Messwerte befinden sich im Anhang in Datei 2.

3.3. Hall-Effekt

In diesem Versuchtsteil bestimmen wir den Hallkoeffizienten Ry fiir verschiedene Temperaturen
der Probe. Die Temperatur messen wir mit einem Kupfer-Konstantan-Thermoelement, dessen
Thermospannungen wir mit Hilfe einer Wertetabelle parametrisieren.
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Abbildung 2: Magnetische Induktion iiber Spulenstrom. Eingezeichnet sind die Messwerte
(Punkte) und die theoretische Kurve (vgl. Gl. 13). Die Fitkurve wurde zu
B/T = 8.227 tanh(0.0305 + 0.13697 /A) bestimmt.

3.3.1. Parametrisierung des Thermoelements

Fiir die Parametrisierung des Thermoelements entnehmen wir die Temperatur/Thermospannungs-
Werte aus der Tabelle im Anhang zur Versuchsbeschreibung in [1]. Aus den 17 ersten Werten
(im Experiment durchfahrener Temperaturbereich) berechnen wir eine Funktion, die wir zur
Umrechnung der Thermospannungen in Temperaturen verwenden.
Die aus diesen Daten berechnete Funktion lautet

T U U? U3 Ut

K= 299.95 19.11V 5.23V2 + 1.20v3 O.llv4 (15)
Am Ende des néchsten Versuchs kiihlen wir den Tellur-Kristall mit fliissigem Stickstoff, der
eine Siedetemperatur von Ty, r;x = 77.36 K (aus [7]) hat. Die aus der Eichfunktion bestimmte
Temperatur der gemessenen Thermospannung ist allerdings 93.28 K. Die Differenz von etwa 16
K kommt vermutlich von der falschen Bestimmung der Nullstellung der Thermospannung. Da
im Praktikum leider kein gewthnliches Thermometer vorhanden war, lief sich die Anfangstem-
peratur der Probe nicht genau ermitteln. Sie betrug allerdings sicher weniger als 300 K — und
dies ist als Referenzpunkt in der Tabelle im Anhang zur Versuchsbeschreibung in [1] angegeben.
Dieser Fehler wird in den folgenden Auswertungen der bei weitem Dominierende sein. Leider
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Abbildung 3: Spannungsabfall zwischen den Kontakten 2 und 4 U, 4 gegen Probenstrom /p. Die

Fitfunktion lautet: [IJHL\I,) = —1.23455 + 6.44818&. Den Widerstand bestimmen

wir zu R = (6.448 + 0.059) Q.

konnen wir ihn nicht quantitativ fassen, daher erscheint eine detaillierte Fehlerrechnung nicht
sinnvoll.

3.3.2. Temperaturabhangigkeit des Ohm’schen Widerstands

In diesem Versuchsteil bestimmen wir den Ohm’schen Widerstand der Tellur-Probe zwischen
den Kontakten 2 und 4 (siehe Abb. 1) bei verschiedenen Temperaturen. Um Thermospannungen
aufgrund von Temperaturgradienten in der Probe zu eliminieren, messen wir den Spannungs-
abfall bei Stromfluss in beiden Richtungen. Zur Auswertung wird der Mittelwert verwendet.
Die sich daraus ergebenden Leitfdhigkeiten werden im folgenden Versuchsteil zusammen mit
der Hall-Spannung Uy fiir die Berechnung der Hall-Beweglichkeit p1;; benotigt. Da wir die Hall-
Spannung aber teilweise bei geringfiigig anderen Temperaturen wie den elektrischen Widerstand
messen, versuchen wir aus den Messwerten eine Funktion zur Berechnung des Widerstands aus
der Temperatur zu bestimmmen. Dies ist leider in Ermangelung eines theoretischen Modells
auch mit Polynomen bis sechster Ordnung nicht zu unserer Zufriedenheit gelungen (siehe dazu
Abb. 5).

Die Ergebnisse befinden sich in Tabelle 1, die Messwerte im Anhang in Datei 3a.
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Abbildung 4: Eichkurve fiir das Thermoelement. Aufgetragen sind die Werte aus der Tabelle im
Anhang zur Versuchsbeschreibung in [1] und die daraus berechnete Eichfunktion
(15).

3.3.3. Bestimmung der Hall-Konstante und Hall-Beweglichkeit

Zur Bestimmung der Hall-Konstante wird ein konstantes Magnetfeld mit Spulenstrom 10 A
angelegt. Der Probenstrom wird konstant auf 8 mA eingestellt. Nun werden zu jedem der
Messpunkte vier Messwerte fiir die Hall-Spannung aufgenommen, indem sowohl Spulenstrom
als auch Probenstrom in ihren Richtungen permutiert werden, um Thermospannungen aufgrund
von Temperaturgradienten in der Probe zu eliminieren.

Abb. 1 zeigt das Schaltbild des Versuchs. Die Hall-Spannung Uy liegt zwischen den Kontakten
3 und 3’ an. Da es sehr schwierig ist, einen Kontakt genau gegeniiber von Kontakt 3, also
auf der Hohe von 3’, anzubringen, werden auf der dem Kontakt 3 gegeniiberliegenden Seite
zwei Kontakte seitlich versetzt angebracht. Der Kontakt 3’ wird mit einem Potentiometer bei
B = 0 auf dasselbe Potential wie Kontakt 3 gebracht, das Magnetfeld eingeschaltet und die
Hall-Spannung gemessen.

Wir verwenden sehr viel Zeit fiir die genaue Stabilisierung der Temperatur fiir einen Messwert-
Zyklus. Daher werden nur 9 Messwerte aufgenommen.

Die Hall-Konstante wird aus Gleichung (7), die Hall-Beweglichkeit aus Gleichung (8) bestimmt.
Dabei wird in Gleichung (8) fiir die Leitfihigkeit o folgender Zusammenhang verwendet:

10
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Abbildung 5: Widerstand R zwischen den Kontakten 2 und 4 (siehe Abb. 1) in Abhéngigkeit
der Probentemperatur 7T'. Eingezeichnet sind je zwei Messwerte pro Temperatur
(zwei Stromrichtungen, siehe Text) und der Versuch einer Parametrisierung (Po-
lynom vierter Ordnung). Fiir Temperaturen < 95 K weicht die Kurve stark vom
physikalisch sinnvollen Wert ab und wird daher verworfen.

T
77 bR

mit x, h, b: Probenabmessungen, siche Abb. 1, R: elektrischer Widerstand der Probe aus R =

U274/[p .

Die Ergebnisse befinden sich in Tabelle 1, die Messwerte im Anhang in Datei 3b.

Die Inversionstemperatur bestimmen wir aus Abb. 6 zu Ty = 197.7 K.

(16)

3.3.4. Bestimmung der Beweglichkeiten der Ladungstrager

Zur Auswertung wird Gleichung (11) bendétigt:

ty (T =Tr)— po

Es gilt R o p.

11
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Abbildung 6: Auftragung der Hall-Konstante Ry gegen Temperatur 7. Die Inversionstempera-
tur wurde zu 177 = 197.7 K bestimmt.

Aus der doppellogarithmischen Auftragung (Abb. 7) ergibt sich mit einem linearen Fit (Ma-
thematica-Funktion Regress): p.(T = 1) = 0.6056 Qm, py = 0.1727 Qm.
Daraus berechnet sich als Zwischenergebnis 3 = % = 1.39893.

Da bei tiefen Temperaturen fast nur die extrinsischen Ladungstriger zur Leitfahigkeit beitra-
gen, extrapolieren wir in der doppellogarithmischen Darstellung von py gegen T die Beweg-
lichkeit bei niederen Temperaturen zur Inversionstemperatur. Aus der doppellogarithmischen
Auftragung (Abb. 8) ergibt sich: p, = 16.6 - 10*3‘3—2.

Zusammen mit § ergibt sich mit einem linearen Fit (Mathematica-Funktion Regress) daraus
fiir die Beweglichkeit der negativen Ladungstrager

fin = pp - 3 =23.2-10735,

3.3.5. Bestimmung der Akzeptorkonzentration

Zur Bestimmung der Akzeptorkonzentration verwenden wir eine Uberlegung #hnlich wie in
3.3.4. Bei tiefen Temperaturen tragen hauptséchlich die Akzeptor-Storstellen zur Leitfahigkeit
bei. Daher verwenden wir Gleichung (7):

1
Ry = —

ne

12



3. Versuchsdurchfiihrung und -auswertung

’ T/K ‘ Ry 4/9 ‘ RH/%z ‘ MH/H\}—z

94 775 -0.02422 | -0.0294
112 | 695 -0.01562 | -0.0211
135 | 622 -0.01350 | -0.0204
160 | 438 -0.00966 | -0.0208
196 | 170 -0.00009 | -0.0005
222 |70 0.00186 | 0.0251
247 | 31 0.00154 | 0.0466
276 | 13 0.00078 | 0.0552
300 |7 0.00039 | 0.0553

Tabelle 1: Ergebnisse fiir den elektrischen Widerstand Ry 4, den Hallkoeffizient Ry und die
Hall-Beweglichkeit pz in Abhéngigkeit der Temperatur 7.

und setzen n = N4. Mit dem Wert fiir Ry bei der niedrigsten gemessenen Temperatur Ry (94K) =
—0.0242‘2—2 ergibt sich fiir die Akzeptorkonzentration Ny = 2.58 - 10291,
3.3.6. Bestimmung der Energieliicke

Nach [5], S. 92, gilt fiir den spezifischen Widerstand bei hohen Temperaturen, bei denen die
intrinsische Leitfdhigkeit dominiert

Egap

p o< BT (17)

mit kg: Boltzmannkonstante, Ey,,: Energieliicke zwischen Valenz- und Leitungsband, T: Tem-
peratur.

Bei halblogarithmischer Auftragung von p iiber % und einem Fit einer Geraden an die zu
den vier hochsten Temperaturen gehorenden Werte ergibt sich aus der Steigung der Geraden

Egap = 0.343 V. Siche dazu Abb. 9.

3.4. Magnetowiderstand

Wir bestimmen den Magnetowiderstand bei Raum-Temperatur 77 ~ 300K und bei der niedrig-
sten mit fliissigem Stickstoff erreichten Temperatur T, ~ 93 K. Dazu messen wir den Spannungs-
abfall zwischen den Kontakten 2 und 4 (siche Abb. 1) und variieren das angelegte Magnetfeld
B. Der Probenstrom (zwischen den Kontakten 1 und 5) war Ip = 10.0 mA = const.

Die Ergebnisse fiir « befinden sich in Tabelle 2. Der Wert fiir o bei T' = 92 K stimmt inner-
halb der Fehlergrenzen gut mit dem Literatur ay;; = 2 iiberein. Die grofle Abweichung vom
Literaturwert von 25 % fiir a bei T = 300 K konnen wir uns auch unter Beachtung aller
darin enthaltenen Fehler (Eichung des B-Feldes, Ableseungenauigkeiten bei der Strom- und
Spannungsmessung) nicht erklaren.

Die Messwerte befinden sich im Anhang in den Dateien 4a (7' = 300K) und 4b (7" = 93K).

13
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Abbildung 7: Doppellogarithmische Auftragung des spezifischen Widerstands p gegen Tem-
peratur 7. Eingezeichnet sind die Inversionstemperatur 7; = 197.7 K (siche
oben), und die Ausgleichsgeraden zur Bestimmung von p.(77) und po(T7). Fiir
pe : In(g= = 1.69322 — 0.415155%, fiir po : In(g = 36.4774 — 7.23198%.

T/K |« |
300 | 1.639 £ 0.040
92 | 1.960 £ 0.076

Tabelle 2: Ergebnisse fiir den Exponenten « der Beziehung (12) fiir den Magnetowiderstand

14
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Abbildung 8: Doppellogarithmische Auftragung der Hall-Beweglichkeit pugy gegen Temperatur
T. Eingezeichnet sind die Inversionstemperatur 77 = 197.7 K (siche oben), und
die Ausgleichsgerade zur Bestimmung von fi,,.

15
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H| 7

Abbildung 9: Halblogarithmische Auftragung des spezifischen Widerstands iiber dem Kehrwert
der Temperatur. Aus der Steigung der ersten vier Werte ergibt sich die Bandliicke
aus Gleichung (17). Es sind die Werte zu den héchsten Temperaturen.

16
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A. Konstanten
e=1.602-10"" As

J
kg = 1.3807 - 10—2??
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